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Cette étude a pour trame une transition d’échelle non classique décrivant le comportement de composites 
particulaires élastiques fortement chargés. Cette transition d’échelle s’appuie sur une technique 
proposée par Christoffersen (1983) pour les matériaux sains et permettant de prendre en compte une 
certaine hétérogénéité de déformation dans la phase matrice. Cette technique  a fait l’objet d’une 
extension par Nadot et al. (2006) aux composites présentant un état d’endommagement donné. L’objectif 
de cette étude est de compléter le modèle ainsi obtenu avec un critère de nucléation de défauts ainsi que 
des critères d’ouverture et de fermeture pour pouvoir suivre l’évolution de l’endommagement .Ces deux 
critères sont formulés en termes de déplacement et de manière à assurer toutes les continuités requises en 
termes de contrainte macroscopique. Ils ont été implémentés dans une procédure de résolution numérique 




This paper reports a non-conventional scale transition for modelling the damage behaviour of elastic 
highly-filled particulate composites. It is based on a methodology allowing to account for some strain 
heterogeneity in the matrix phase proposed by Christoffersen (1983) and extended to composites with a 
given damage state by Nadot et al. (2006). The purpose here is to complete the latter with a defect 
nucleation criterion as well as an opening and a closure criterion in order to describe damage evolution 
in the material. Both criteria are formulated in terms of displacement, and so as to ensure continuity in 
terms of macroscopic stress. The first results of a discrete numerical solving procedure including these 
new criteria are presented here and detailed for a specific microstructure.  
 




Cette étude fait partie d’une collaboration entre le CEG et le LMPM et dont l’objectif est 
de proposer un modèle de comportement pour des composites particulaires fortement chargés. 
Ces matériaux sont constitués de grains enrobés de matrice et leur comportement dépend donc 
fortement de leur microstructure. Afin de tenir compte de cette particularité dans la construction 
du modèle, une technique de transition d’échelle non-classique initialement proposée par 
Christoffersen (1983) a été retenue car elle offre une prise en compte directe de la morphologie 
et de la répartition spatiale des constituants. De plus elle permet de décrire une certaine 
hétérogénéité de déformation dans la matrice et donne accès de manière directe aux expressions 
analytiques des champs aux deux échelles ce qui permet une meilleure appréhension des 
phénomènes locaux.  
Les travaux de Christoffersen ne concernant que des matériaux sains, ils ont fait l’objet 
d’une extension par Nadot et al. (2006) afin de prendre en compte la présence de microdéfauts. 
Ces derniers correspondent à la décohésion de certaines interfaces grains/matrice et peuvent être 
ouverts ou fermés. Les principaux ingrédients du modèle ainsi obtenu sont rappelés dans la 
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seconde partie de cet article. Ce modèle permet potentiellement de décrire certains phénomènes 
comme des couplages entre anisotropie initiale et induite, ou encore les effets unilatéraux. 
Toutefois, il ne permet pas de décrire l’évolution de l’endommagement au cours de l’histoire du 
matériau car il est formulé pour un état et une configuration (défauts ouverts ou fermés) donnés. 
Il doit donc à son tour être complété. 
 Nous proposerons dans un premier temps la formulation d’un critère de nucléation 
permettant de gérer la création de nouvelles microsurfaces de décohésion. Puis nous 
présenterons des critères de fermeture et d’ouverture permettant de gérer la proportion de 
microdéfauts ouverts ou fermés pour un nombre de défauts donné.  
Les outils précités qui viennent compléter le modèle seront détaillés dans la troisième 
partie de cet article. Ils ont pu être implémentés dans une procédure séquentielle de résolution 
numérique permettant de décrire de manière discrète l’évolution de l’endommagement du 
matériau. Les premiers résultats obtenus à l’échelle micro pour une microstructure spécifique 
seront présentés et commentés. Pour une approche progressive des difficultés, les critères 
proposés sont ici mis en œuvre dans le cadre des petites perturbations et pour des composites 
dont les constituants sont élastiques linéaires isotropes. Néanmoins, étant formulés en termes de 
déplacements, ils sont potentiellement transposables à d’autres cadres plus complexes dont on 
discutera dans la conclusion comme perspective de ce travail (viscoélasticité HPP de la matrice, 
transformations finies). 
 
2 Principaux ingrédients de la transition d’échelle en présence d’endommagement 
 
Le matériau est représenté par un agrégat de grains polyhédriques séparés par de fines 
couches de matrice (cf FIG.1(a)) d’épaisseur constante, (h pour la couche ), pouvant varier 
d’une couche à l’autre. Les interfaces grains/matrice sont caractérisées par leur normale (n pour 
la couche ), et la répartition spatiale des grains est prise en compte grâce aux vecteurs d 
reliant les centroïdes de deux grains voisins séparés par une couche . Enfin, A représente 


















FIG. 1 (a) Deux grains séparés par une couche  de matrice selon le schéma de Christoffersen 
(1983) (b) Ces mêmes grains dont les interfaces sont décollées. 
 
En plus de cette représentation géométrique, Christoffersen impose un cadre cinématique 
résumé par quatre hypothèses rappelées ci-après : 
_ Le gradient de déplacement aux centroïdes des grains est égal au gradient de 
déplacement macroscopique F qui est considéré comme la donnée du problème de localisation. 
_ Les grains se déforment de manière homogène et tous les grains du Volume Elémentaire 
Représentatif (VER) ont le même gradient de déplacement f0. 
_  Chaque couche de matrice  a un gradient de déplacement homogène f qui lui est 
propre. f peut varier d’une couche à une autre. 
_ En raison de la finesse des couches, les perturbations localisées aux arêtes et coins des 
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Des décohésions aux interfaces grains/matrice ont été incorporées (cf. Nadot et al. (2006)). 
En raison du cadre cinématique rappelé ci-dessus, une décohésion partielle des interfaces ne 
peut être décrite. Par ailleurs les deux interfaces d’une couche sont nécessairement dans le 
même état : soit décollées (cf FIG.1(b)), soit saines. D’un point de vue physique, ceci est 
envisageable si les interfaces en regard sont de géométrie voisine, ce que l’on supposera dans la 
suite de cet article.  




b de signes opposés. En prenant en compte les continuités de 
déplacement le long des interfaces saines, et les sauts de déplacement le long des interfaces 
décollées, Nadot et al. ont obtenu la forme du gradient de déplacement f de n’importe quelle 
couche  du VER sous la forme suivante : 
( ) Dijjk0ikik0ijij f/hndfFff +−+=     ;    αααα −=−= αα jDijIiIi cf21bb 21  (Eq. 1) 
où c est le vecteur reliant les barycentres des deux interfaces de la couche  (voir FIG. 1 
(b) pour le cas d’une couche décollée). 
Le terme fD représente la contribution des deux défauts d’interface présents aux frontières 
de la couche  considérée. S’il n’y a pas de défauts fD=0 et l’on obtient le  gradient de 
déplacement des couches saines proposé par Christoffersen (1983). Par ailleurs, c’est la 
présence des paramètres morphologiques de la couche  (d, n,h,A) dans l’expression de f 
qui permet de décrire une certaine hétérogénéité dans la phase matrice.  
Pour connaître l’ensemble des gradients de déplacement dans toutes les couches du VER, 
il reste à déterminer f0 ainsi que chacun des fD. f0 est cherché de manière à satisfaire le lemme 
de Hill généralisé en affectant une loi de comportement à chacun des constituants (ici élastique 
linéaire isotrope), et en utilisant l’hypothèse de frottement infini sur les lèvres des microdéfauts 
fermés. f0 est obtenu en fonction des grandeurs ci-après (en plus des modules des constituants 
(grains-matrice) : 
{ } { }( )DDTFf ,,;,,g DfD0 =
 





























L’exposant  réfère à n’importe quelle couche du VER, alors que les exposants  et f font 
référence à des couches dont les interfaces sont décollées et avec des défauts respectivement 
ouverts et fermés. D = Sym fD pour une couche  avec des défauts ouverts à ses frontières, et 

fD 
= Sym ffD pour une couche f avec des défauts fermés, représentent la contribution des dits 
défauts sur la déformation de la couche considérée. On montre que la déformation d’une couche 
 peut s’écrire sous une forme additive faisant intervenir trois termes : 
_
( ) ( )DD,TE; ,r partie résersible linéaire en E mais affectée par l’endommagement. 
_
( ) { } { }( )DfDd ,,,  DD,TE; . En faisant intervenir {fD} et {D}, ce terme représente 




 qui est nul si la couche est saine et qui vaut D ou fD si la couche est décollée selon 
que les défauts à ses interfaces sont ouverts ou fermés. Restent à déterminer les expressions des 
grandeurs fD et D. En raison de l’hypothèse de frottement infini des lèvres de fissures fermées, 
les fD sont des variables internes rendant compte de la distorsion par blocage des défauts 
fermés. La forme des D est obtenue via une procédure dite de localisation homogénéisation 
complémentaire détaillée dans Nadot et al. (2006) :  














où le tenseur rD représente la déformation induite dans la couche  par l’ouverture résiduelle 
des défauts à ses frontières quand le composite est complètement déchargé (E=0). 
Le champ de contraintes micro σ à l’intérieur du VER est obtenu par l’intermédiaire des 
lois de comportement des constituants. Enfin par une étape de moyenne on obtient l’expression 
de la contrainte macroscopique : 






Pour D=0 et D =0, les modules macroscopiques sont identiques à ceux du matériau sain, 
ce qui implique que le modèle est potentiellement capable de décrire les effets unilatéraux (i.e. 
la restitution des modules par refermeture de tous les microdéfauts). Par ailleurs, la présence de 
T , D et D  dans l’expression de la contrainte macroscopique illustre bien la prise en compte de 
couplages entre une éventuelle anisotropie initiale et une anisotropie induite par 
endommagement. 
Néanmoins ce modèle présente une lacune majeure : il ne permet pas de suivre l’évolution 
de l’endommagement au cours de l’histoire du matériau. En effet, il est écrit pour un état et une 
configuration d’endommagement donnés. La section suivante a pour but de présenter des outils 
permettant de pallier cette lacune.  
 
3 Outils développés pour décrire l’évolution de l’endommagement. 
 
Critère de nucléation :  
Afin de gérer la création de nouveaux défauts, on dote le modèle d’un critère de 
nucléation. On s’appuie pour cela sur le caractère cinématique de l’approche et sur l’accès aux 
champs de déplacement locaux. Dans la continuité de l’hypothèse de frottement infini, on 
suppose ici une nucléation en mode I. Soit une couche  saine. On définit deux points P1 et P2 
équidistants du barycentre de l’interface 1I (un dans la couche et un dans le grain voir FIG. 2). 
On peut exprimer la projection de la différence de position actuelle de ces deux points sur la 
normale à l’interface 1I . Le critère de nucléation s’appuie sur la valeur de cette différence de 
position notée normd  et donnée par la relation (Eq. 6). Quand cette dernière atteint une valeur 
critique alors il y a décohésion de toute l’interface (Eq. 7) La valeur critique dcritique est à 
déterminer expérimentalement en fonction des propriétés d’adhésion des interfaces. 
 

















FIG. 2 :Position des points P1 et P2 
 Une couche  vérifiant le critère (Eq. 7) devient une couche  en raison de l’hypothèse 
d’ouverture en mode normal. La contribution des défauts ouverts à ses frontières sur sa 
déformation est donnée par (Eq. 4) où rD est calculé de sorte à assurer la continuité de la 
contrainte macroscopique à l’instant précis de la nucléation des défauts considérés. Le tenseur 
































  ⇔   critère de nucléation (Eq. 7) 
. 
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Critère de fermeture et d’ouverture : 
Une fois les défauts nucléés, des critères de fermeture et d’ouverture sont formulés afin de 
gérer l’évolution de la configuration de l’endommagement. Une fois encore une approche 
cinématique est choisie à cet effet. Un critère de fermeture est donné ici en termes de saut 
moyen de déplacement normal. Pour une couche  avec des défauts ouverts à ses frontières, ce 
dernier s’écrit : 




>nb  les défauts aux frontières de la couche β sont ouverts  








b est lié à fD (voir (Eq. 1)), la contribution locale des défauts sur le gradient de 
déplacement de la couche considérée. 
En raison de l’hypothèse d’ouverture en mode I, les défauts sont nécessairement ouverts 
avant d’être fermés. Quand le critère de fermeture est ensuite satisfait pour une couche , elle 
devient une couche f avec des défauts fermés à ses frontières. La contribution de ces défauts sur 
sa déformation est obtenue en utilisant (Eq. 4) : fD = D(Efermeture ).. En raison du coefficient de 
frottement infini, les fD n’évoluent plus tant que les défauts correspondants restent fermés.  
Pour la réouverture des défauts, on s’intéresse à la composante de la déformation locale qui 
est normale à l’interface : nf . f (E) .nf. Quand cette composante atteint une valeur positive, 
alors les défauts aux frontières de la couche f considérée se réouvrent.  
 
Exploitation des résultats : 
Tous ces nouveaux outils ont été incorporés dans une procédure séquentielle de résolution 
numérique. On présente ici à titre illustratif les différentes contributions qui constituent la 
déformation d’une couche particulière au sein d’une microstructure périodique dont la cellule de 
base est toutefois complexe et a été développée par Touboul et al. (2007). Cette dernière est 
soumise à une tension suivante l’axe 1, ainsi qu’à une contraction de même intensité suivant les 
axes 2 et 3. Les modules d’Young utilisés sont de 9,52 GPa pour les grains et 10 MPa pour la 
matrice, alors que les coefficients de Poisson sont respectivement égaux à 0.32 et 0.49. On 
regarde les résultats obtenus suivant l’axe 1 pour une charge et une décharge (FIG.3 et FIG.4). 
La couche concernée est notée  car elle va se décoller, et sa normale est colinéaire à l’axe 1. 
_ On s’aperçoit que dans un premier temps comme prévu (d)11=D11=0 et 11=  (r)11 
_ Puis le terme (d)11 devient non nul, ce qui correspond à la nucléation des premiers 
défauts au sein du matériau. On remarquera que la contribution du terme  (d)11, est relativement 
faible (de l’ordre de 10-5) par rapport à (r)11.  
_ On observe ensuite une discontinuité sur la déformation totale de la couche qui 
correspond à sa décohésion. Ce saut est dû à l’apparition du terme D11. Ce terme est constitué 
(voir (Eq. 4)) d’une partie linéaire en E ainsi que de rD11. Physiquement, la décohésion de la 
couche a un effet de relaxation, c’est pourquoi on observe un saut de 11 négatif. De plus 
l’ouverture progressive des défauts a tendance à comprimer la couche ce qui explique une pente 





11 Ceci peut s’expliquer évidemment par la nature différente de ce que ces deux 
termes représentent, mais aussi par le faible pourcentage (2,8%) de couches déjà décollées lors 
de la décohésion des interfaces de la couche  considérée.  
_ Après le saut la déformation totale 11 augmente globalement car l’essai en tension se 
poursuit, mais elle augmente faiblement. On a en effet une compétition entre la tension 
macroscopique E11 qui fait croître la déformation de la couche via le terme réversible (r)11, et 
l’ouverture des défauts qui comprime la couche et se traduit par une décroissance de D11. 







































FIG. 3 : Différentes contributions dans la déformation 
locale d'une couche (cas d'une charge en tension dans la 
direction 1) 
FIG. 4 : Différentes contributions dans la déformation 
locale d'une couche  (décharge dans la direction 1) 
Lors de la décharge, on note la réversibilité attendue de la contribution (r)11, mais surtout 
pour une décharge complète du matériau (i.e. E=0) on a 11 = (d)11 + D11et D11 = rD11. (d)11 
témoigne de l’influence de la déformation résiduelle de toutes les couches décollées tandis que 
rD11 traduit l’influence de l’ouverture résiduelle des défauts aux interfaces de la couche . 
Enfin, même si ce n’est pas visible sur les courbes, la pente en décharge de (r)11 se trouve 
être dégradée par la présence des autres défauts au sein du matériau. 
 
4 Conclusions et perspectives 
 
Les nouveaux outils apportés au modèle proposé par Nadot et al. (2006) et visant à décrire 
le comportement d’une classe de matériaux composites particulaires présentant des défauts aux 
interfaces grains/matrice, ont tous pour objectif la prise en compte de l’évolution de 
l’endommagement dans le matériau. Un critère de nucléation de défauts ainsi que des critères 
d’ouverture et de fermeture de défauts ont été ajoutés au modèle. Ces nouveaux outils ont été 
introduits dans une procédure séquentielle de résolution numérique. Le bon fonctionnement de 
cette dernière a été illustré par la représentation du comportement d’une couche particulière se 
décollant sous l’effet d’une tension dans la direction de sa normale et d’une contraction 
transverse. Une analyse des différentes contributions constituant la déformation de cette couche 
a permis de valider son comportement en faisant le lien avec des considérations physiques.  
Enfin, on notera que le caractère cinématique des critères proposés constitue un tremplin 
pour l’introduction de nouvelles non-linéarités. En particulier ces critères ne dépendent pas du 
comportement des constituants et peuvent être utilisés dans le cadre HPP pour des composites à 
matrice viscoélastique. Cette extension nécessite toutefois une généralisation au cadre 
viscoélastique de la procédure de localisation-homogénisation invoquée dans la partie 2. D’autre 
part, ces critères peuvent être facilement reformulés dans le cadre des transformations finies afin 




Christoffersen, J. 1983 Bonded granulates. J. Mech. Phys. Solids, 31, 55-83 
Nadot, C., Dragon, A., Trumel, H., Fanget, A. 2006 Damage modelling framework for 
viscoelastic particulate composites via a scale transition approach. J. Theoretical & Appl. 
Mech.. 44 n°3, 553-583 
Dartois, S., Halm, D., Nadot, C., Dragon, A., Fanget, A. 2007 Damage modelling by scale 
transition for a class of highly-filled particulate composites: description of damage evolution, 
Eng. Fract. Mech, à paraître. 
Touboul, M., Nadot, C., Dragon, A., Fanget, A. 2007 Évaluation des performances d’une 
approche « morphologique » multi-échelles pour composites particulaires visco-
hyperélastiques par confrontation à des calculs éléments finis. Proceedings CFM 2007 
